
Τα βιβλία των Εκδόσεων Πουκαμισάς συμπυκνώ-
νουν την πολύχρονη διδακτική εμπειρία των συγ-
γραφέων μας και αποτελούν το βασικό εκπαιδευτικό 
υλικό που χρησιμοποιούν οι μαθητές των φροντι-
στηρίων μας. Μέσα από τη διαρκή τους αξιοποίη-
ση στις τάξεις μας διασφαλίζουμε τον εμπλουτισμό 
τους, τη συνεχή τους βελτίωση και την επιστημονική 
τους αρτιότητα, καθιστώντας τα βιβλία των Εκδό-
σεών μας εγγύηση για την επιτυχία των μαθητών.

τα βιβλία των επιτυχιών





ΝΙΚΟΣ ΤΑΣΟΣ

Μαθηματικα
Β΄ Λυκειου

Oμαδας Προσανατολισμου
Θετικων Σπουδων



Σειρά: 	Γενικό Λύκειο | Β΄ Λυκείου: Θετικές Σπουδές
	 Μαθηματικά Β΄ Λυκείου O.Π. Θετικών Σπουδών
	 Νίκος Τάσος
 	 ISBN: 978-960-6881-69-5
  
Δημιουργικό: Γεωργία Λαμπροπούλου
Στοιχειοθεσία-σελιδοποίηση: Δημήτρης Κάπος, Ειρήνη Καλομοίρη
Εξώφυλλο: Πωλίνα Κοντογεώργη
Υπεύθυνος έκδοσης: Κυριάκος Εμμανουηλίδης

Copyright 2015 © ΕΚΔΟΣΕΙΣ ΠΟΥΚΑΜΙΣΑΣ, Νίκος Τάσος για την ελληνική γλώσσα σε 
όλο τον κόσμο

Επικοινωνία με συγγραφέα: Νίκος Τάσος – nikotaso@yahoo.gr | 6944 34 34 15

Απαγορεύεται η με οποιονδήποτε τρόπο, μέσο και μέθοδο αναδημοσίευση, αναπαραγωγή, 
μετάφραση, διασκευή, θέση σε κυκλοφορία, παρουσίαση, διανομή και η εν γένει πάσης φύ-
σεως χρήση και εκμετάλλευση του παρόντος έργου στο σύνολό του ή τμηματικά, καθώς και 
της ολικής αισθητικής εμφάνισης του βιβλίου (στοιχειοθεσίας, σελιδοποίησης κ.λπ.) και του 
εξωφύλλου του, σύμφωνα με τις διατάξεις της υπάρχουσας νομοθεσίας περί προστασίας 
πνευματικής ιδιοκτησίας και των συγγενικών δικαιωμάτων περιλαμβανομένων και των σχετι-
κών διεθνών συμβάσεων.

Σωτήρος και Αλκιβιάδου 132, ΤΚ 185 35 Πειραιάς
Τ. 210 4112507 | F. 210 4116752

www.poukamisas.gr | publications@poukamisas.gr

Κάθε γνήσιο αντίτυπο φέρει την υπογραφή του συγγραφέα



Πρόλογος

Το βιβλίο αυτό έχει σκοπό και στόχο αφενός να βοηθήσει τους μαθητές της Β΄ Λυκείου να κατανοήσουν καλύ-
τερα την ύλη των Μαθηματικών O.Π. Θετικών Σπουδών, αφετέρου να αποτελέσει χρήσιμο βοήθημα για τους 
συνάδελφους εκπαιδευτικούς.

Κάθε κεφάλαιο αποτελείται από ενότητες, καθεμία από τις οποίες περιέχει:
Ι. ΘΕΩΡΙΑ ΣΕ ΜΟΡΦΗ ΕΡΩΤΗΣΕΩΝ – ΑΠΑΝΤΗΣΕΩΝ 
Πλήρης θεωρία, η οποία συνοδεύεται από σχόλια και παρατηρήσεις προκειμένου να αναδειχθούν τα «σκο-
τεινά» σημεία της.
ΙΙ. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΕΣ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
Έγινε προσπάθεια, ώστε όλες οι ασκήσεις να ενταχθούν σε ένα πλαίσιο μεθοδολογιών. Πιστεύοντας ότι δεν 
υπάρχουν εύκολες ή δύσκολες ασκήσεις, αλλά μόνο ασκήσεις που μπορούν να επιλυθούν με κατάλληλη 
μεθοδολογία, δημιουργήσαμε (για πρώτη φορά στα ελληνικά βιβλιογραφικά δεδομένα) κατηγορίες, οι οποίες 
βοηθούν τους μαθητές να αυτενεργήσουν προκειμένου να λύσουν εφαρμογές κάθε επιπέδου δυσκολίας.
ΙΙΙ. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΕΜΠΕΔΩΣΗΣ & ΕΜΒΑΘΥΝΣΗΣ
Κάθε λυμένη εφαρμογή συνοδεύεται από παρόμοιες εφαρμογές για λύση. Όπου κρίνεται απαραίτητο υπάρ-
χουν και επιπλέον εφαρμογές για λύση, ώστε ο μαθητής να αποκτήσει μεγαλύτερη εμπειρία.
ΙV. ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ
Ερωτήσεις τύπου «σωστό-λάθος», πολλαπλής επιλογής και αντιστοίχισης, οι οποίες στοχεύουν να ελέγξουν 
τις γνώσεις που έχει αποκτήσει ο μαθητής.
V. ΦΥΛΛΑ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ
Στο τέλος κάθε παραγράφου υπάρχει φύλλο αξιολόγησης με στόχο τον έλεγχο των γνώσεων που αποκτήθηκαν.
VI. ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ – ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ
Στο τέλος κάθε κεφαλαίου υπάρχουν επαναληπτικά θέματα και διαγωνίσματα δομημένα με τέτοιον τρόπο, 
ώστε ο μαθητής να κάνει μία ολοκληρωμένη επανάληψη και ο συνάδελφος εκπαιδευτικός να έχει μία σημα-
ντική τράπεζα θεμάτων.
VIΙ. ΤΡΑΠΕΖΑ ΘΕΜΑΤΩΝ
Στο τέλος κάθε κεφαλαίου υπάρχουν όλες οι ασκήσεις της Τράπεζας Θεμάτων, όπως δόθηκαν από το Υπουρ-
γείο Παιδείας.
VΙΙΙ. ΤΕΛΙΚΗ ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ
Στην τελική επανάληψη έχει συμπεριληφθεί σε μορφή ερωτήσεων όλη η θεωρία που χρειάζεται να γνωρίζει 
ο μαθητής, επαναληπτικές ασκήσεις και ασκήσεις συνδυαστικού χαρακτήρα.
ΙΧ. ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΣΥΝΔΥΑΣΤΙΚΑ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ
Μετά την τελική επανάληψη ακολουθούν συνδυαστικά διαγωνίσματα, τα οποία καλύπτουν όλο το εύρος της ύλης.
Στο τελευταίο τμήμα του βιβλίου υπάρχουν:
•	 οι απαντήσεις – υποδείξεις όλων των εφαρμογών, των ερωτήσεων κατανόησης και των διαγωνισμάτων 

του παρόντος βιβλίου,
•	 οι αναλυτικές απαντήσεις όλων των ασκήσεων της Τράπεζας Θεμάτων.
Ελπίζοντας ότι η προσπάθεια αυτή θα βρει τον στόχο της, παραδίδουμε το παρόν πόνημα στην αυστηρή κρίση 
των μαθητών και συνάδελφων εκπαιδευτικών.

Νίκος Τάσος
Μαθηματικός M.Sc.

Στη Σοφούλα





ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ

1.. Η  έννοια του διανύσματος − Πρόσθεση & αφαίρεση διανυσμάτων
. Θεωρία σε μορφή ερωτήσεων-απαντήσεων .....................................................................................................11

Μεθοδολογίες – Εφαρμογές ...............................................................................................................................19
Εφαρμογές εμπέδωσης & εμβάθυνσης .............................................................................................................28
Ερωτήσεις κατανόησης .........................................................................................................................................30
Φύλλο αξιολόγησης .............................................................................................................................................33

2.. Πολλαπλασιασμός αριθμού με διάνυσμα
Θεωρία σε μορφή ερωτήσεων-απαντήσεων .....................................................................................................35
Μεθοδολογίες – Εφαρμογές ...............................................................................................................................38
Εφαρμογές εμπέδωσης & εμβάθυνσης .............................................................................................................58
Ερωτήσεις κατανόησης .........................................................................................................................................63
Φύλλο αξιολόγησης .............................................................................................................................................67

3.. Συντεταγμένες στο επίπεδο
Θεωρία σε μορφή ερωτήσεων-απαντήσεων .....................................................................................................69
Μεθοδολογίες – Εφαρμογές ...............................................................................................................................76
Εφαρμογές εμπέδωσης & εμβάθυνσης .............................................................................................................98
Ερωτήσεις κατανόησης .......................................................................................................................................104
Φύλλο αξιολόγησης ...........................................................................................................................................107

4.. Εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων
Θεωρία σε μορφή ερωτήσεων-απαντήσεων ...................................................................................................109
Μεθοδολογίες – Εφαρμογές .............................................................................................................................113
Εφαρμογές εμπέδωσης & εμβάθυνσης ...........................................................................................................140
Ερωτήσεις κατανόησης .......................................................................................................................................148
Φύλλο αξιολόγησης ...........................................................................................................................................153

. Επανάληψη στα Διανύσματα ..............................................................................................................................155

. Τράπεζα Θεμάτων ...............................................................................................................................................163

Η ΕΥΘΕΙΑ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕΔΟ

5.. Εξίσωση ευθείας
Θεωρία σε μορφή ερωτήσεων-απαντήσεων ...................................................................................................169
Μεθοδολογίες – Εφαρμογές .............................................................................................................................175
Εφαρμογές εμπέδωσης & εμβάθυνσης ...........................................................................................................208
Ερωτήσεις κατανόησης .......................................................................................................................................213
Φύλλο αξιολόγησης ...........................................................................................................................................217

6.. Γενική μορφή εξίσωσης ευθείας 
Θεωρία σε μορφή ερωτήσεων-απαντήσεων ...................................................................................................219
Μεθοδολογίες – Εφαρμογές .............................................................................................................................221
Εφαρμογές εμπέδωσης & εμβάθυνσης ...........................................................................................................240
Ερωτήσεις κατανόησης .......................................................................................................................................245
Φύλλο αξιολόγησης ...........................................................................................................................................247

ΠεριεχόμεναΠεριεχόμενα



7. Εµβαδόν τριγώνου – Απόσταση σηµείου από ευθεία
Θεωρία σε µορφή ερωτήσεων-απαντήσεων  ..................................................................................................249
Μεθοδολογίες – Εφαρµογές  ............................................................................................................................250
Εφαρµογές εµπέδωσης & εµβάθυνσης  ..........................................................................................................271
Ερωτήσεις κατανόησης  ......................................................................................................................................274
Φύλλο αξιολόγησης ...........................................................................................................................................277

Επανάληψη στην Ευθεία  ...................................................................................................................................279
Τράπεζα Θεµάτων  ..............................................................................................................................................287

ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ

8. Κύκλος
 Θεωρία σε µορφή ερωτήσεων-απαντήσεων  ..................................................................................................297 

Μεθοδολογίες – Εφαρµογές  ............................................................................................................................300 
Εφαρµογές εµπέδωσης & εµβάθυνσης  ..........................................................................................................359

 Ερωτήσεις κατανόησης  ......................................................................................................................................370
 Φύλλο αξιολόγησης ...........................................................................................................................................373
9. Παραβολή
 Θεωρία σε µορφή ερωτήσεων-απαντήσεων  ..................................................................................................375
 Μεθοδολογίες – Εφαρµογές  ............................................................................................................................378
 Εφαρµογές εµπέδωσης & εµβάθυνσης  ..........................................................................................................401
 Ερωτήσεις κατανόησης  ......................................................................................................................................407
 Φύλλο αξιολόγησης ...........................................................................................................................................411
10. Έλλειψη
 Θεωρία σε µορφή ερωτήσεων-απαντήσεων  ..................................................................................................413
 Μεθοδολογίες – Εφαρµογές  ............................................................................................................................418
 Εφαρµογές εµπέδωσης & εµβάθυνσης  ..........................................................................................................437
 Ερωτήσεις κατανόησης  ......................................................................................................................................442
 Φύλλο αξιολόγησης ...........................................................................................................................................447
11. Υπερβολή

Θεωρία σε µορφή ερωτήσεων-απαντήσεων  ..................................................................................................449
Μεθοδολογίες – Εφαρµογές  ............................................................................................................................455
Εφαρµογές εµπέδωσης & εµβάθυνσης  ..........................................................................................................474
Ερωτήσεις κατανόησης  ......................................................................................................................................478
Φύλλο αξιολόγησης .......................................................................................................................................... 483

12. Η εξίσωση αx2 + βy2 + γx + δy + ε = 0
 Θεωρία σε µορφή ερωτήσεων-απαντήσεων  ..................................................................................................485
 Μεθοδολογίες – Εφαρµογές  ............................................................................................................................486
 Εφαρµογές εµπέδωσης & εµβάθυνσης  ..........................................................................................................492

Επανάληψη στις Κωνικές Τοµές  .......................................................................................................................494
Τράπεζα Θεµάτων  ..............................................................................................................................................507

Θέµατα επανάληψης σε όλη την ύλη  ............................................................................................................511

Απαντήσεις στις ασκήσεις του βιβλίου  ........................................................................................................527

Απαντήσεις στην Τράπεζα Θεµάτων  .............................................................................................................583



1. Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ

9

1. Η  έννοια του διανύσματος -
Πρόσθεση & αφαίρεση διανυσμάτων 

2. Πολλαπλασιασμός αριθμού με διάνυσμα 

3. Συντεταγμένες στο επίπεδο 

4. Εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων

ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ





1. Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ

11

θεΩρια Σε ΜορΦη ερΩτηΣεΩν - αΠαντηΣεΩνθεΩρια Σε ΜορΦη ερΩτηΣεΩν - αΠαντηΣεΩν

1η  εννοια του ΔιανυΣΜατοΣ - 
ΠροΣθεΣη & αΦαιρεΣη ΔιανυΣΜατΩν

1
i. Πώς ορίζεται το διάνυσμα;
ii. Τι ονομάζουμε αρχή και πέρας ενός διανύσματος;
iii. Πώς συμβολίζουμε ένα διάνυσμα;
iv. Ποιο διάνυσμα ονομάζεται μηδενικό και πώς συμβολίζεται;

Απάντηση
i. Διάνυσμα λέγεται κάθε προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα, δηλαδή 

κάθε ευθύγραμμο τμήμα του οποίου τα άκρα είναι διατεταγμένα.

ii. Το πρώτο άκρο λέγεται αρχή ή σημείο εφαρμογής του διανύσματος, 
ενώ το δεύτερο άκρο πέρας του διανύσματος. 

iii. Το διάνυσμα με αρχή το Α και πέρας το Β συμβολίζεται με  
→

 ΑΒ .

iv. Μηδενικό διάνυσμα λέγεται εκείνο που η αρχή και το πέρας του συ-
μπίπτουν και συμβολίζεται  

→

 0 .

2 i. Τι λέγεται μέτρο ενός διανύσματος  
→

 ΑΒ  και πώς συμβολίζεται;
ii. Ποιο διάνυσμα λέγεται μοναδιαίο;

Απάντηση
i. H απόσταση των άκρων του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ λέγεται μέτρο ή μήκος του διανύσματος 

→

 ΑΒ . Συμβολίζεται με  |  
→

 ΑΒ  | , είναι δε  |  
→

 ΑΒ  |  ≥ 0. (Το ίσον ισχύει όταν  
→

 ΑΒ  =  
→

 0 .)

ii. Αν το διάνυσμα  
→

 ΑΒ  έχει μέτρο ίσο με τη μονάδα, λέγεται μοναδιαίο διάνυσμα. Δηλαδή, 

 
→

 ΑΒ  μοναδιαίο ⇔  |  
→

 ΑΒ  |  = 1

AB

A

B (πέρας)

→

(αρχή)

AΑ

A
→•

Για το συμβολισμό των διανυσμάτων μπορούμε επίσης να χρησιμοποιούμε μικρά γράμματα, 
όπως  → α ,  

→

 β ,  → u ,  → v .

Ισχύει  |  
→

 ΑΑ  |  =  |  
→

 0  |  = 0 και γενικότερα  |  
→

 ΑΒ  |  = 0 ⇔  
→

 ΑΒ  =  
→

 0 
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4 Πότε δύο διανύσματα λέγονται παράλληλα ή συγγραμμικά;

Απάντηση
Δύο μη μηδενικά διανύσματα  → α  και  

→

 β  που έχουν τον ίδιο φορέα ή παράλληλους φορείς λέγονται παράλ-
ληλα ή συγγραμμικά διανύσματα.

Στην περίπτωση που  → α  //  
→

 β  λέμε ότι τα  → α ,   
→

 β  έχουν την ίδια διεύθυνση.

5 Πότε δύο μη μηδενικά διανύσματα λέγονται
i. ομόρροπα ii. αντίρροπα    
και πως συμβολίζονται;

Απάντηση
i. Δύο μη μηδενικά διανύσματα  

→

 ΑΒ  και  
→

 ΓΔ  λέγονται ομόρροπα:

α. όταν έχουν παράλληλους φορείς και βρίσκονται στο ίδιο ημιεπί-
πεδο ως προς την ευθεία ΑΓ που ενώνει τις αρχές τους ή

β. όταν έχουν τον ίδιο φορέα και μία από τις ημιευθείες ΑΒ και ΓΔ 
περιέχει την άλλη.

 Λέμε τότε ότι τα διανύσματα  
→

 ΑΒ  και  
→

 ΓΔ  έχουν την ίδια κατεύθυνση
 (ίδια φορά και διεύθυνση) και συμβολίζουμε  

→

 ΑΒ  ↑↑  
→

 ΓΔ .

ii. Δύο μη μηδενικά διανύσματα  
→

 ΑΒ  και  
→

 ΓΔ  λέγονται αντίρροπα όταν 
είναι συγγραμμικά και δεν είναι ομόρροπα.

3 Τι λέγεται φορέας ενός διανύσματος;

Απάντηση
Η ευθεία πάνω στην οποία βρίσκονται τα σημεία Α, Β ενός μη μηδενικού
διανύσματος  

→

 ΑΒ  λέγεται φορέας του διανύσματος. ε
A B

α→

β
→

α→ β
→

α→ β
→α→

β
→

Α B

Γ Δ

Α
B Γ

Δ

Α B

ΓΔ

B
A Γ

Δ

Α B

Γ Δ

Α
B Γ

Δ

Α B

ΓΔ

B
A Γ

Δ

Α B

Γ Δ

Α
B Γ

Δ

Α B

ΓΔ

B
A Γ

Δ

i. Το διάνυσμα  
→

 ΑΒ  είναι παράλληλο στην ευθεία ε και γράφουμε  
→

 ΑΒ //ε.
ii. Ένα μηδενικό διάνυσμα  

→

 ΑΑ  έχει φορέα οποιαδήποτε ευθεία περνά από 
το σημείο Α.
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 Λέμε τότε ότι τα διανύσματα  
→

 ΑΒ  και   
→

 ΓΔ  έχουν αντίθετη κατεύθυνση 
 (αντίθετη φορά και ίδια διεύθυνση) και συμβολίζουμε  

→

 ΑΒ  ↑↓  
→

 ΓΔ .

6 i. Πότε δύο μη μηδενικά διανύσματα  
→

 ΑΒ  και   
→

 ΓΔ  λέγονται ίσα και πώς συμβολίζονται;
ii. Πότε δύο μη μηδενικά διανύσματα  

→

 ΑΒ  και  
→

 ΓΔ  λέγονται αντίθετα και πώς συμβολίζονται;
Απάντηση
i. Δύο μη μηδενικά διανύσματα  

→

 ΑΒ  και  
→

 ΓΔ  λέγονται ίσα, 
 όταν είναι ομόρροπα και έχουν ίσα μέτρα.

 Συμβολισμός   
→

 ΑΒ  =  
→

 ΓΔ 

ii. Δύο μη μηδενικά διανύσματα  
→

 ΑΒ  και 
→

  ΓΔ  λέγονται αντίθετα, 
 όταν είναι αντίρροπα και έχουν ίσα μέτρα.

 Συμβολισμός   
→

 ΑΒ  = −  
→

 ΓΔ  ή  
→

 ΓΔ  = −  
→

 ΑΒ 

7 Ποια διανύσματα ονομάζονται διαδοχικά; 
Απάντηση
Τα διανύσματα, όπου το πέρας του ενός είναι αρχή του άλλου, ονομάζονται διαδοχικά.

i. Το μηδενικό διάνυσμα θεωρείται ομόρροπο και αντίρροπο προς κάθε άλλο διάνυσμα.

ii. Ισχύει η ισοδυναμία:
 
→

 ΑΒ  //  
→

 ΓΔ  ⇔  (  → ΑΒ  ↑↑  
→

 ΓΔ  ή  
→

 ΑΒ ↑↓  
→

 ΓΔ  ) 

Α B

Γ Δ

Α
B Γ

Δ

Α B

ΓΔ

B
A Γ

Δ

i. Το διάνυσμα  
→

 ΑΒ  είναι παράλληλο στην ευθεία ε και γράφουμε  
→

 ΑΒ //ε.
ii. Ένα μηδενικό διάνυσμα  

→

 ΑΑ  έχει φορέα οποιαδήποτε ευθεία περνά από 
το σημείο Α.

i. Τα μηδενικά διανύσματα θεωρούνται ίσα μεταξύ τους.

ii.   → α  =  
→

 β  ⇔  {    → α  ↑↑  
→

 β  
     

 | → α | = | 
→

 β| 
 

 
 
 iii.   → α  =  

→

 −β  ⇔  {   → α  ↑↓  
→

 β  
     

 | → α | = | 
→

 β| 
  
 
 

iv. Ισχύει  
→

 ΒΑ  = −  
→

 ΑΒ 

v. Αν  
→

 ΑΒ  =  
→

 ΓΔ  τότε
 
→

 ΑΓ  =  
→

 ΒΔ ,   
→

  ΔΒ  =  
→

 ΓΑ ,   
→

 ΒΑ  =  
→

 ΔΓ 
vi. Αν Μ μέσο του ΑΒ τότε:

 
→

 ΑΜ  =  
→

  ΜΒ  και αντίστροφα

Α B

Γ Δ
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i. Η γωνία  (   ^  → α ,  
→

 β   )  = θ είναι ανεξάρτητη από την επιλογή του Ο και ισχύει:

0ο ≤ θ ≤ 180ο ή 0 ≤ θ ≤ π

ii. Αν  → α ,  
→

 β  ≠  
→

 0  και θ =  (   ^  → α ,  
→

 β   ) , ισχύει ότι:

α.  → α ↑↑ 
→

 β  ⇔ θ = 0

β.  → α ↑↓ 
→

 β  ⇔ θ = π

γ.  → α // 
→

 β  ⇔ (θ = 0 ή θ = π)

iii. Αν θ =   π __ 2  , τότε τα  → α ,  
→

 β  λέγονται ορθογώνια ή κάθετα και γράφουμε  → α  ⊥  
→

 β .

iv. Αν θ =   (   ^  → α ,  
→

 β   )  με  → α ,  
→

 β  ≠  
→

 0 , τότε:

 α)  (   ^  → α , − 
→

 β   )  =  (  ^ − → α ,  
→

 β   )  = π – θ 

 β)   (  ^ − → α , − 
→

 β   )  = θ

iv. Το μηδενικό διάνυσμα θεωρείται ομόρροπο ή αντίρροπο ή κάθετο σε οποιοδήποτε 
άλλο διάνυσμα.

8 Πώς ορίζεται η γωνία δύο διανυσμάτων  → α  και  
→

 β  και πώς συμβολίζεται;

Απάντηση
Έστω δύο μη μηδενικά διανύσματα  → α  και  

→

 β .
Με αρχή ένα σημείο Ο παίρνουμε τα διανύσματα   

→

 ΟΑ  =  → α  και   
→

 ΟΒ  =  
→

 β .

Την κυρτή γωνία Α ̂  Ο Β που ορίζουν οι ημιευθείες ΟΑ και ΟΒ τη λέμε γωνία των διανυσμάτων  → α  και  
→

 β .

Συμβολισμός  (   ^  → α ,  
→

 β   )  ή  (   ^  
→

 β ,  → α   )  ή θ

α→

β
→

α→

α→

α→
O O

B

Α
α→

β
→

β
→

O

B

ΑΒΑ

β
→

β
→

α→
A ΒO

β
→

→ →

→ →

β

α

α

β

9 Πώς προσθέτουμε δύο διανύσματα  → α  και  
→

 β ;

Απάντηση
Για να προσθέσουμε δύο διανύσματα  → α  και  

→

 β  εργαζόμαστε με έναν από τους παρακάτω τρόπους:
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> Παράδειγμα:

Για να υπολογίσουμε το άθροισμα:
 
→

 ΑΔ  +  
→

 ΕΚ  +  
→

 ΛΜ  +  
→

 ΔΕ  +  
→

 ΚΛ  
βάζουμε τα διανύσματα στη σειρά, ώστε να είναι διαδοχικά. Τότε:

 
→

 ΑΔ  +  
→

 ΕΚ  +  
→

 ΛΜ  +  
→

 ΔΕ  +  
→

 ΚΛ  =  
→

 ΑΔ  +   
→

 ΔΕ  +   
→

 ΕΚ  +  
→

 ΚΛ  +  
→

 ΛΜ  =  
→

 ΑΜ 

10 Να γράψετε τις ιδιότητες της πρόσθεσης διανυσμάτων.

Απάντηση
Στην πρόσθεση διανυσμάτων ισχύουν οι ιδιότητες:

i.  → α  +  
→

 β  =  
→

 β  +  → α  (αντιμεταθετική)

ii.  → α  +  (  → β  +  → γ  )  =  (  → α  +  
→

 β  )  +  → γ  (προσεταιριστική)

iii.  → α  +  
→

 0  =  
→

 0  +  → α  =  → α  (ύπαρξη ουδέτερου στοιχείου)

iv.  → α  + (−  → α ) = (−  → α ) +  → α  =  
→

 0 

i. Το άθροισμα των διανυσμάτων  → α ,  
→

 β  είναι ανεξάρτητο από την επιλογή του σημείου Ο.

ii. Ο πρώτος τρόπος, δηλαδή να κάνουμε τα διανύσματα διαδοχικά, είναι προτιμότερος αν 
έχουμε να προσθέσουμε περισσότερα από δύο διανύσματα.

iii. Ένας μνημονικός κανόνας είναι ο εξής:

          
→

 ΑΒ  +  
→

 ΒΓ  =  
→

 ΑΓ  ,   
→

 AB  +  
→

 BΓ  +  
→

 ΓΔ  =  
→

 ΑΔ 

Γενικεύοντας, μπορούμε να γράψουμε:

 
→

 Α1Α2  +   
→

 Α2Α3  + … +   
→

 Αν−1Αν  =   
→

 Α1Αν 

i. Η γωνία  (   ^  → α ,  
→

 β   )  = θ είναι ανεξάρτητη από την επιλογή του Ο και ισχύει:

0ο ≤ θ ≤ 180ο ή 0 ≤ θ ≤ π

ii. Αν  → α ,  
→

 β  ≠  
→

 0  και θ =  (   ^  → α ,  
→

 β   ) , ισχύει ότι:

α.  → α ↑↑ 
→

 β  ⇔ θ = 0

β.  → α ↑↓ 
→

 β  ⇔ θ = π

γ.  → α // 
→

 β  ⇔ (θ = 0 ή θ = π)

iii. Αν θ =   π __ 2  , τότε τα  → α ,  
→

 β  λέγονται ορθογώνια ή κάθετα και γράφουμε  → α  ⊥  
→

 β .

iv. Αν θ =   (   ^  → α ,  
→

 β   )  με  → α ,  
→

 β  ≠  
→

 0 , τότε:

 α)  (   ^  → α , − 
→

 β   )  =  (  ^ − → α ,  
→

 β   )  = π – θ 

 β)   (  ^ − → α , − 
→

 β   )  = θ

iv. Το μηδενικό διάνυσμα θεωρείται ομόρροπο ή αντίρροπο ή κάθετο σε οποιοδήποτε 
άλλο διάνυσμα.

• Κανόνας διαδοχικών διανυσμάτων
 Τα καθιστούμε διαδοχικά και ορίζουμε ως άθροισμα ή συνισταμένη των  → α  

και  
→

 β  το διάνυσμα που έχει αρχή την αρχή του πρώτου και πέρας το πέρας 
του δεύτερου.

• Κανόνας του παραλληλόγραμου
 Εφαρμόζουμε τον κανόνα του παραλληλόγραμμου όπου παίρνουμε τα δύο 

διανύσματα μετατοπισμένα παράλληλα ώστε να έχουν κοινή αρχή Ο.

 Η περιεχόμενη διαγώνιος  
→

 ΟΓ  μεταξύ των διανυσμάτων  → α  και  
→

 β  του πα-
ραλληλόγραμμου ΟΑΓΒ είναι το άθροισμά τους.

A B

B

α→α→

β
→

β
→

O

OB = α + β→ →→

A Γ
α→ α→

β
→

β
→O

OΓ = α + β→ →→

A B

B

α→α→

β
→

β
→

O

OB = α + β→ →→

A Γ
α→ α→

β
→

β
→O

OΓ = α + β→ →→
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11 Πώς αφαιρούμε δύο διανύσματα  → α  και  
→

 β ;

Απάντηση

Η διαφορά  → α  −  
→

 β  του διανύσματος  
→

 β  από το διάνυσμα  → α  ορίζεται ως 

άθροισμα των διανυσμάτων  → α  και −  
→

 β . Δηλαδή:

  → α  −  
→

 β  =  → α  +  ( −  
→

 β  ) 
Στο παραλληλόγραμμο της πρόσθεσης των διανυσμάτων  → α  και  

→

 β  η δεύτερη διαγώνιος εκφράζει τη διαφορά 
των  → α  και  

→

 β .  

B

A Γ
α→

β
→O

i. Ισχύουν επίσης τα εξής:

  → α  +  → γ  =  
→

 β  +  → γ  ⇔  → α  =  
→

 β  (νόμος διαγραφής)

 −(− → α ) =  → α 

 − (  → α  +  
→

 β  )  = (− → α ) +  ( − 
→

 β  ) 
  → α  +  → x  =  

→

 β  ⇔  → x  =  
→

 β  −  → α 

  → α  +  → x  =  → α  ⇔  → x  =  
→

 0 

  → α  +  → x  =  
→

 0  ⇔  → x  = −  → α 
i. Η αφαίρεση δύο διανυσμάτων με κοινό πέρας μπορεί να μετατραπεί σε πρόσθεση δια-

δοχικών διανυσμάτων. Για παράδειγμα:

 
→

 ΑΒ  −  
→

 ΓΒ  =  
→

 ΑΒ  +  
→

 ΒΓ  =  
→

 ΑΓ 

iii.  Κανόνας διαδοχικών Κανόνας
 Διανύσματα διανυσμάτων παραλληλογράμμου

α
α

β

β
α    β

ββ
β

α

αα
α

β

β
α    β

ββ
β

α

αα
α

β

β
α    β

ββ
β

α

α

> Παράδειγµα:

Το άθροισμα   
→

 ΚΛ  −  
→

 ΜΛ  −  
→

 ΟΝ  +  
→

 ΜΝ  μπορεί να γραφεί ως ένα άθροισμα με τον εξής τρόπο:

 
→

 ΚΛ  −  
→

 ΜΛ  −  
→

 ΟΝ  +  
→

 ΜΝ  =   
→

 ΚΛ  +  
→

 ΛΜ  +  
→

 ΝΟ  +  
→

 ΜΝ  =

=   
→

 ΚΛ  +  
→

 ΛΜ  +  
→

 ΜΝ  +  
→

 ΝΟ  =  
→

 ΚΟ  
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12Πώς ορίζεται το διάνυσμα θέσης ή διανυσματική ακτίνα ενός σημείου Μ;

Απάντηση

Έστω Ο ένα σταθερό σημείο του χώρου. Τότε για κάθε σημείο Μ του χώρου ορίζεται το διάνυσμα   
→

 ΟΜ  που 
λέγεται διάνυσμα θέσης του Μ ή διανυσματική ακτίνα του Μ.
Το σημείο Ο που είναι η κοινή αρχή όλων των διανυσματικών ακτίνων των σημείων του χώρου λέγεται 
σημείο αναφοράς στον χώρο.

13Πώς μπορούμε να γράψουμε ένα διάνυσμα  
→

 ΑΒ  με τη βοήθεια ενός σημείου αναφοράς Ο;

Απάντηση

Αν Ο σημείο αναφοράς και   
→

 ΑΒ  τυχαίο διάνυσμα τότε:

 
→

 ΑΒ  =  
→

 ΟΒ  −  
→

 ΟΑ 
Δηλαδή «κάθε διάνυσμα στον χώρο ισούται με τη διανυσματική 
ακτίνα του πέρατος μείον τη διανυσματική ακτίνα της αρχής».

> Παραδείγματα:

i. Το διάνυσμα  
→

 ΒΔ  με σημείο αναφοράς το Μ γράφεται:

 
→

 ΒΔ  =  
→

 ΜΔ  −  
→

 ΜΒ  
ii. Ισχύει ότι:

 
→

 ΑΡ  −  
→

 ΖΡ  +  
→

 ΖΒ  =  
→

 ΑΖ  +  
→

 ΖΒ  =  
→

 ΑΒ  

iii. Για να εκφράσουμε το διάνυσμα  
→

 ΑΒ  +  
→

 ΓΔ  συναρτήσει των διανυσμάτων  
→

 ΓΒ  και  
→

 ΑΔ  ενεργούμε ως 
εξής:
Έστω Ο σημείο αναφοράς, τότε:

 
→

 ΑΒ  +  
→

 ΓΔ  =  
→

 ΟΒ  −  
→

 ΟΑ  +  
→

 ΟΔ  −  
→

 ΟΓ  =  
→

 ΟΒ  −  
→

 ΟΓ  +  
→

 ΟΔ  −  
→

 ΟΑ  =  
→

 ΓΒ  +  
→

 ΑΔ  

14Ποιες ανισοτικές σχέσεις ισχύουν για το μέτρο του αθροίσματος δύο διανυσμάτων  → α  και  
→

 β ;

Απάντηση

Στο διπλανό σχήμα έχουμε δύο διανύσματα  → α ,  
→

 β  και το άθροισμά τους  → α  +  
→

 β . Από την τριγωνική ανίσωση 
στο τρίγωνο ΟΑΒ βρίσκουμε:

|(OA) – (AB)| ≤ (OB) ≤ (OA) + (OB)
δηλαδή: 

 |  |  → α  |  −  |  → β  |  |  ≤   |  → α  +  
→

 β  |   ≤  |  → α  |  +  |  → β  |   

B

A

O

i. Ισχύουν επίσης τα εξής:

  → α  +  → γ  =  
→

 β  +  → γ  ⇔  → α  =  
→

 β  (νόμος διαγραφής)

 −(− → α ) =  → α 

 − (  → α  +  
→

 β  )  = (− → α ) +  ( − 
→

 β  ) 
  → α  +  → x  =  

→

 β  ⇔  → x  =  
→

 β  −  → α 

  → α  +  → x  =  → α  ⇔  → x  =  
→

 0 

  → α  +  → x  =  
→

 0  ⇔  → x  = −  → α 
i. Η αφαίρεση δύο διανυσμάτων με κοινό πέρας μπορεί να μετατραπεί σε πρόσθεση δια-

δοχικών διανυσμάτων. Για παράδειγμα:

 
→

 ΑΒ  −  
→

 ΓΒ  =  
→

 ΑΒ  +  
→

 ΒΓ  =  
→

 ΑΓ 

iii.  Κανόνας διαδοχικών Κανόνας
 Διανύσματα διανυσμάτων παραλληλογράμμου

α

A
α + β

β
Β

O
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i. Αν στη σχέση  |  |  → α  |  −  |  → β  |  |  ≤  |  → α  +  
→

 β  |  ≤  |  → α  |  +  |  → β  |  θέσουμε όπου  
→

 β  το − 
→

 β , βρίσκουμε:
 |  → α  |  −  | − 

→

 β  |  ≤  |  → α  −  
→

 β  |  ≤  |  → α  |  +  | − 
→

 β  |  ⇔  |  |  → α  |  −  |  → β  |  |  ≤  |  → α  −  
→

 β  |  ≤  |  → α  |  +  |  → β  | 
ii. Ειδικότερα:
 Αν  → α  ≠ 0 και  

→

 β  ≠ 0 και  → α ,  
→

 β  μη συγγραμμικά, τότε:
 |  |  → α  |  −  |  → β  |  |  <  |  → α  +  

→

 β  |  <  → α  +  
→

 β  
 Αν  → α  ↑↑  

→

 β , τότε:
 |  |  → α  |  −  |  → β  |  |  <  |  → α  +  

→

 β  |  =  |  → α  |  +  |  → β  |  
 Αν  → α  ↑↓  

→

 β , τότε:
     |  |  → α  |  −  |  → β  |  |  =  |  → α  +  

→

 β  |  <  |  → α  |  +  |  → β  |  
 Αν  → α  = 0 ή  

→

 β  = 0, τότε: 
    |  |  → α  |  −  |  → β  |  |  =  |  → α  +  

→

 β  |  =  |  → α  |  +  |  → β  |  

> Παράδειγμα:

Αν α = 3 και β = 7, τότε:

 |  |  → α  |  −  |  → β  |  |  ≤ | → α  +  
→

 β | ≤  |  → α  |  +  |  → β  |  ⇔ |3 − 7| ≤  |  → α  +  
→

 β  |  ≤ 3 + 7 ⇔ 4 ≤  |  → α  +  
→

 β  |  ≤ 10
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Κατηγορία 1
Ασκήσεις στις οποίες ζητείται να εκφράσουμε ένα διάνυσμα  → x  συναρτήσει γνωστών διανυσμά-
των τα οποία όλα μαζί δημιουργούν μια κλειστή πολυγωνική γραμμή.

μέθοδος
Ορίζουμε μια φορά κίνησης όπως για παράδειγμα αυτή των δεικτών του ρολογιού. Αν κατά την κίνηση αυτή 
συναντάμε την αρχή του διανύσματος, τότε θέτουμε το πρόσημο (+) μπροστά από αυτό ενώ αν συναντάμε το 
πέρας το πρόσημο (−). Δεν θα πρέπει να ξεχνάτε ότι το άθροισμα αυτό είναι ίσο με το  

→

 0 . 

1.1 εφαρμογή

Να εκφράσετε το διάνυσμα  → x  ως συνάρτηση των υπόλοιπων διανυσμάτων 
του διπλανού σχήματος.

Λύση
Ορίζουμε ως θετική φορά κίνησης αυτή των δεικτών του ρολογιού. 
Τότε ξεκινώντας από το διάνυσμα  → α  βρίσκουμε διαδοχικά:
 

 → α  −  
→

 β  +  → γ  +  → x  −  
→

 δ  −  → ε  =  
→

 0  ⇔  → x  = −  → α  +  
→

 β  −  → γ  +  
→

 δ  +  → ε 

Κατηγορία 2
Ασκήσεις στις οποίες ζητείται να αποδείξουμε διανυσματικές ισότητες.

μέθοδος
Xρησιμοποιούμε έναν από τους παρακάτω τρόπους:
Α΄ τρόπος
 Κάνουμε πράξεις μεταξύ των διανυσμάτων (πρόσθεση, αφαίρεση) που υπάρχουν στη δοθείσα 

ισότητα με στόχο να καταλήξουμε ισοδύναμα σε κάτι που ισχύει.
Β΄ τρόπος
 Εκφράζουμε όλα τα διανύσματα της δοθείσας ισότητας ως διαφορά δύο διανυσμάτων που έχουν 

κοινή αρχή ένα καινούργιο σημείο Ο. Επιλέγουμε δηλαδή το Ο ως σημείο αναφοράς.
Γ΄ τρόπος
 Εκφράζουμε όλα τα διανύσματα της δοθείσας ισότητας ως διαφορά δύο διανυσμάτων που έχουν 

κοινή αρχή ένα από τα σημεία της αρχικής ισότητας.Επιλέγουμε δηλαδή ένα γνωστό σημείο, ως 
σημείο αναφοράς.

α→

ε→

x→

β
→

δ
→

γ→

i. Αν στη σχέση  |  |  → α  |  −  |  → β  |  |  ≤  |  → α  +  
→

 β  |  ≤  |  → α  |  +  |  → β  |  θέσουμε όπου  
→

 β  το − 
→

 β , βρίσκουμε:
 |  → α  |  −  | − 

→

 β  |  ≤  |  → α  −  
→

 β  |  ≤  |  → α  |  +  | − 
→

 β  |  ⇔  |  |  → α  |  −  |  → β  |  |  ≤  |  → α  −  
→

 β  |  ≤  |  → α  |  +  |  → β  | 
ii. Ειδικότερα:
 Αν  → α  ≠ 0 και  

→

 β  ≠ 0 και  → α ,  
→

 β  μη συγγραμμικά, τότε:
 |  |  → α  |  −  |  → β  |  |  <  |  → α  +  

→

 β  |  <  → α  +  
→

 β  
 Αν  → α  ↑↑  

→

 β , τότε:
 |  |  → α  |  −  |  → β  |  |  <  |  → α  +  

→

 β  |  =  |  → α  |  +  |  → β  |  
 Αν  → α  ↑↓  

→

 β , τότε:
     |  |  → α  |  −  |  → β  |  |  =  |  → α  +  

→

 β  |  <  |  → α  |  +  |  → β  |  
 Αν  → α  = 0 ή  

→

 β  = 0, τότε: 
    |  |  → α  |  −  |  → β  |  |  =  |  → α  +  

→

 β  |  =  |  → α  |  +  |  → β  |  

ΜεθοΔοΛοΓιεΣ - εΦαρΜοΓεΣΜεθοΔοΛοΓιεΣ - εΦαρΜοΓεΣ



ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ

20

1.2 εφαρμογή

Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε σημεία Α, Β, Γ και Δ ισχύει: 

 
→

 ΔΒ  +  
→

 ΓΑ  =  
→

 ΓΒ  −  
→

 ΑΔ 

Λύση
A΄ τρόπος
Η δοθείσα ισότητα ισοδύναμα γράφεται: 

  
→

 ΔΒ  +  
→

 ΓΑ  =  
→

 ΓΒ  −  
→

 ΑΔ  ⇔  
→

 ΑΔ  +  
→

 ΔΒ  =  
→

 ΓΒ  −  
→

 ΓΑ  ⇔  
→

 ΑΒ  =  
→

 ΑΒ , που ισχύει
B΄ τρόπος
Έστω Ο ένα οποιοδήποτε σταθερό σημείο. Τότε η δοθείσα σχέση γράφεται:

 
→

 ΔΒ  +  
→

 ΓΑ  =  
→

 ΓΒ  −  
→

 ΑΔ  ⇔   
→

 ΟΒ  −  
→

 ΟΔ  +  
→

 ΟΑ  −  
→

 ΟΓ  =  
→

 ΟΒ  −  
→

 ΟΓ  −  (  
→

 ΟΔ  −  
→

 ΟΑ  )  ⇔ 

−  
→

 ΟΔ  +  
→

 ΟΑ  = −  
→

 ΟΔ  +  
→

 ΟΑ , που ισχύει

Γ΄ τρόπος
Επιλέγουμε ως σημείο αναφοράς ένα από τα υπάρχοντα σημεία, για παράδειγμα το Α. Τότε η δοθεί-
σα σχέση γράφεται:

  
→

 ΔΒ  +  
→

 ΓΑ  =  
→

 ΓΒ  −  
→

 ΑΔ  ⇔  
→

 ΑΒ  −  
→

 ΑΔ  +  
→

 ΓΑ  =  
→

 ΑΒ  −  
→

 ΑΓ  −  
→

 ΑΔ  ⇔  
→

 ΓΑ  = −  
→

 ΑΓ , που ισχύει

1.3 εφαρμογή

Αν ισχύει ότι  
→

 ΑΔ  =  
→

 ΓΕ  και  
→

 ΔΒ  =  
→

 ΕΖ  να δείξετε ότι: 

   
→

 ΓΑ  =  
→

 ΖΒ  και   
→

 ΑΒ  =  
→

 ΓΖ 

Λύση
Ισχύει ότι:

 
→

 ΑΔ  =  
→

 ΓΕ  ⇔  
→

 ΑΓ  =  
→

 ΔΕ  ⇔  
→

 ΓΑ  =  
→

 ΕΔ   (1)

και

 
→

 ΔΒ  =  
→

 ΕΖ  ⇔  
→

 ΔΕ  =  
→

 ΒΖ  ⇔  
→

 ΕΔ  =  
→

 ΖΒ   (2)

Από τις (1), (2) βρίσκουμε:

 
→

 ΓΑ  =  
→

 ΖΒ 
Επειδή  

→

 ΓΑ  =  
→

 ΖΒ  παίρνουμε: 

 
→

 ΑΓ  =  
→

 ΒΖ  ⇔  
→

 ΑΒ  =  
→

 ΓΖ 
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1.4 εφαρμογή

Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε σημεία Α, Β, Γ, Δ, E και Ζ ισχύει: 

 
→

 ΑΔ  +  
→

 ΒΕ  +  
→

 ΓΖ  =  
→

 ΑΕ  +  
→

 ΒΖ  +  
→

 ΓΔ 

Λύση
Η δοθείσα ισότητα ισοδύναμα γράφεται:

 
→

 ΑΔ  −  
→

 ΑΕ  +  
→

 ΒΕ  −  
→

 ΒΖ  +  
→

 ΓΖ  −  
→

 ΓΔ  =  
→

 0  ⇔  
→

 ΕΔ  +  
→

 ΖΕ  +  
→

 ΔΖ  =  
→

 0  ⇔ 

⇔  
→

 ΕΔ  +  
→

 ΔΖ  +  
→

 ΖΕ  =  
→

 0  ⇔  
→

 ΕΖ  +  
→

 ΖΕ  =  
→

 0  ⇔  
→

 ΕΕ  =  
→

 0 , που ισχύει

Μεθοδολογικό σχόλιο

• Για να δείξουμε ότι το Μ είναι μέσο του  
→

 ΑΒ  αρκεί να δείξουμε ότι:

 
→

 ΑΜ  =  
→

 ΜΒ 

• Αν γνωρίζουμε ότι το Μ είναι μέσο του  
→

 ΑΒ , τότε έχουμε ως δεδομένο ότι:
 
→

 ΑΜ  =  
→

 ΜΒ 

1.5 εφαρμογή

Να αποδείξετε ότι το σημείο Μ είναι μέσο του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ αν ισχύει:

  
→

 ΔΜ  −  
→

 ΓΑ  =  
→

 ΔΒ  +  
→

 ΜΓ 

Λύση

Επιλέγουμε ως σημείο αναφοράς το Μ. Τότε η δοθείσα ισότητα γράφεται:

−  
→

 ΜΔ  − (  
→

 ΜΑ  −  
→

 ΜΓ ) =  
→

 ΜΒ  −  
→

 ΜΔ  +  
→

 ΜΓ  ⇔ −  
→

 ΜΑ  +  
→

 ΜΓ  =   
→

 ΜΒ  +  
→

 ΜΓ  ⇔  
→

 ΑΜ  =  
→

 ΜΒ 

Άρα το Μ είναι το μέσο του ΑΒ.

1.6 εφαρμογή

Αν σε ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ το Μ είναι μέσο της πλευράς ΑΒ, να αποδείξετε ότι:

 
→

 ΜΓ  +  
→

 ΜΒ  +  
→

 ΔΑ  =  
→

 ΔΓ 
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Λύση
Επιλέγουμε ως σημείο αναφοράς το Μ. Τότε η δοθείσα ισότητα γράφεται:

 
→

 ΜΓ  +   
→

 ΜΒ  +   
→

 ΜΑ  −  
→

 ΜΔ  =   
→

 ΜΓ  −  
→

 ΜΔ  ⇔  
→

 ΜΒ  = −  
→

 ΜΑ  ⇔   
→

 ΜΒ  =  
→

 ΑΜ 

το οποίο ισχύει αφού Μ μέσο του ΑΒ.

Κατηγορία 3
Ασκήσεις στις οποίες ζητείται να δείξουμε ότι ένα τετράπλευρο ΑΒΓδ είναι παραλληλόγραμμμο.

μέθοδος
Για να δείξουμε ότι ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο, αρκεί 
να δείξουμε ότι: 

 
→

 ΑΒ  =   
→

 ΔΓ  ή   
→

 ΒΓ  =   
→

 ΑΔ  

Προσοχή! Γενικά πρέπει να γνωρίζουμε ότι τα σημεία Α, Β, Γ και Δ είναι μη συνευθειακά. Τις ίδιες 
ισότητες χρησιμοποιούμε αν γνωρίζουμε ότι ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο.

1.7 εφαρμογή

Αν τα σημεία Α, Β, Γ και Δ είναι μη συνευθειακά και για ένα σημείο Κ ισχύει:

 
→

 ΚΓ  +  
→

 ΚΑ  =  
→

 ΚΒ  +  
→

 ΚΔ 

να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο.

Λύση
Ισχύει ότι:

 
→

 ΚΓ  −  
→

 ΚΒ  =  
→

 ΚΔ  −  
→

 ΚΑ  ⇔  
→

 ΒΓ  =  
→

 ΑΔ 

Άρα το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο.

1.8 εφαρμογή

Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ και έστω  → α ,  
→

 β ,  → γ  και  
→

 δ  τα αντίστοιχα διανύσματα θέσεως ως προς ένα 
σημείο αναφοράς Ο. Τι μπορείτε να συμπεράνετε για το τετράπλευρο ΑΒΓΔ αν:

i.  → α  +  → γ  =  
→

 β  +  
→

 δ  ii.  |  → α  −  → γ  |  =  |  → β  −  
→

 δ  |  iii.  → α  +  → γ  =  
→

 β  +  
→

 δ  και  |  → α  −  → γ  |  =  |  → β  −  
→

 δ  | 

Λύση
i. Η σχέση  → α  +  → γ  =  

→

 β  +  
→

 δ  ισοδύναμα γράφεται:

 
→

 ΟΑ  +  
→

 ΟΓ  =  
→

 ΟΒ  +  
→

 ΟΔ  ⇔  
→

 ΟΑ  −  
→

 ΟΒ  =  
→

 ΟΔ  −  
→

 ΟΓ  ⇔  
→

 ΒΑ  =  
→

 ΓΔ 

 Άρα το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο.

Α B

Δ Γ



1. Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ

23

ii. Ισχύει ότι:
 |  
→

 ΟΑ  −  
→

 ΟΓ  |  =  |  
→

 ΟΒ  −  
→

 ΟΔ  |  ⇔  |  
→

 ΓΑ  |  =  |  
→

 ΔΒ  | 
 Δηλαδή το ΑΒΓΔ έχει ίσες διαγώνιους.

iii. Από (i), (ii) συμπεραίνουμε ότι το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο με ίσες διαγώνιους, συνεπώς 
είναι ορθογώνιο.

Κατηγορία 4
Ασκήσεις στις οποίες ζητείται να δείξουμε ότι δύο σημεία ταυτίζονται (συμπίμτουν).

μέθοδος
Για να δείξουμε ότι δύο σημεία Α, Β ταυτίζονται, αρκεί να δείξουμε ότι:

 
→

 ΑΒ  =  
→

 0   ή   
→

 ΟΑ  =  
→

 ΟΒ 

1.9 εφαρμογή

Για τα σημεία Α, Β, Γ και Δ ισχύει ότι:

 
→

 ΔΒ  −  
→

 ΔΑ  =  
→

 ΓΒ  −  
→

 ΓΔ 
Nα δείξετε ότι τα σημεία Α, Δ ταυτίζονται.

Λύση
Η δοθείσα ισότητα ισοδύναμα γράφεται:

 
→

 ΔΒ  −  
→

 ΔΑ  =  
→

 ΓΒ  −  
→

 ΓΔ  ⇔   
→

 ΑΒ  =  
→

 ΔΒ  ⇔  
→

 ΑΒ  −  
→

 ΔΒ  =  
→

 0  ⇔  
→

 ΑΔ  =  
→

 0 
Οπότε τα σημεία Α, Δ ταυτίζονται.

1.10 εφαρμογή

Για τα σημεία Α, Β, Γ και Δ ισχύει ότι:

 
→

 ΓΜ  +  
→

 ΒΔ  =  
→

 ΒΑ  −  
→

 ΔΓ 
Να δείξετε ότι τα σημεία Α, Μ ταυτίζονται.

Λύση
Επιλέγουμε ως σημείο αναφοράς το Ο. Τότε η δοθείσα ισότητα γράφεται:

 
→

 ΟΜ  −  
→

 ΟΓ  +  
→

 ΟΔ  −  
→

 ΟΒ  =  
→

 ΟΑ  −  
→

 ΟΒ  − ( 
→

 ΟΓ  −  
→

 ΟΔ ) ⇔

⇔  
→

 ΟΜ  −  
→

 ΟΓ  +  
→

 ΟΔ  =  
→

 ΟΑ  −  
→

 ΟΓ  +  
→

 ΟΔ  ⇔  
→

 ΟΜ  =  
→

 ΟΑ 
Άρα τα σημεία Α, Μ ταυτίζονται.
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Κατηγορία 5
Ασκήσεις στις οποίες ζητείται να υπολογιστεί η γωνία που σχηματίζουν δύο διανύσματα.

μέθοδος
Πρέπει να προσέχουμε αν τα διανύσματα των οποίων θέλουμε να βρούμε τη γωνία έχουν κοινή αρχή.

α→

β
→

O θ
α→

β
→

O θ

Στο πρώτο σχήμα είναι  (   ^  → α ,  
→

 β   )  = θ ενώ στο δεύτερο  (  ^  → α ,  
→

 β   )  = π − θ.

1.11 εφαρμογή

Να σημειώσετε τη γωνία που σχηματίζουν τα διανύσματα  → α ,  
→

 β  του παρακάτω σχήματος.

Λύση

Για το πρώτο σχήμα είναι  (   ^  → α ,  
→

 β   )  = 130°.

Για το δεύτερο σχήμα είναι  (  ^  → α ,  
→

 β   )  = π −  (  ^  → α , − 
→

 β   )  = 180° − 130° = 50°.

Για το τρίτο σχήμα είναι  (   ^  → α ,  
→

 β   )  =  (  ^ − → α , − 
→

 β   )  = 130°. 

1.12 εφαρμογή

Με βάση το διπλανό σχήμα να βρείτε τις γωνίες:

i.  (   ^  
→

 ΑΒ ,  
→

 ΒΔ   )  ii.  (    ^  
→

 ΔΓ ,  
→

 ΓΚ   )  iii.  (    ^  
→

 ΑΒ ,  
→

 ΚΒ   ) 

iv.  (    ^  
→

 ΑΒ,   
→

 ΓΚ   )  v.  (    ^  
→

 ΔΓ ,  
→

 ΑΓ   )  vi.  (   ^   
→

 ΒΔ ,  
→

 ΒΚ   ) 

α→
β
→ 130º

O α→
β
→ 130º

O α→
β
→ 130º

O

Α B

Δ Γ

1 2

K
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Λύση
Οι διαγώνιες ενός τετράγωνου είναι και διχοτόμοι των γωνιών. Τότε:

i.  (   ^  
→

 ΑΒ ,  
→

 ΒΔ   )  =  (   ^ −  
→

 ΒΑ ,  
→

 ΒΔ   )  = 180° − 45° = 135° 

ii.  (   ^  
→

 ΔΓ ,  
→

 ΓΚ   )  = 0°

iii.  (   ^  
→

 ΑΒ ,  
→

 ΚΒ   )  =  (   ^ −   
→

 ΒΑ ,−  
→

 ΒΚ    )  = 135°

iv.  (   ^   
→

 ΑΒ ,  
→

 ΓΚ   )  = 0°

v.  (    ^  
→

 ΔΓ ,  
→

 ΑΓ   )  =  (   ^ −  
→

 ΓΔ , −  
→

 ΓΑ   )  = 45°

vi.  (    ^  
→

 ΒΔ ,  
→

 ΒΚ   )  =  ̂  Β 1 +  ̂  Β 2 = 45° + 45° = 90°

Κατηγορία 6
Ασκήσεις στις οποίες εμφανίζονται ανισοτικές σχέσεις διανυσμάτων με μέτρα.

μέθοδος
Χρησιμοποιούμε κατά κύριο λόγο τη βασική ανίσωση: 

   |  |  → α  |  −  |  
→

 β  |  |  ≤  |  → α  ±  
→

 β  |  ≤  |  → α  |  +  |  
→

 β  | 

1.13 εφαρμογή

i. Αν  |  → α  |  = 2 και  |  → β  |  = 7, να δείξετε ότι:

  5 ≤  |  → α  −  
→

 β  |  ≤ 9

ii. Αν  |  
→

 ΟΑ  |  = 4 και  |  
→

 ΟΒ  |  = 6, να δείξετε ότι:

 2 ≤  |  
→

 ΑΒ  |  ≤ 10

iii. Να δείξετε ότι: 

   | κ → α  + λ 
→

 β  |  ≤ κ |  → α  |  + λ |  → β  | , κ, λ > 0

Λύση
i. Είναι:

 |  |  → α  |  −  |  → β  |  |  ≤  |  → α  −  
→

 β  |  ≤  |  → α  |  +  |  → β  |  ⇔  | 2 − 7 |  ≤  |  → α  −  
→

 β  |  ≤ 2 + 7 ⇔ 5 ≤  |  → α  −  
→

 β  |  ≤ 9
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ii. Ισχύει ότι  |  
→

 ΑΒ  |  =   |  
→

 ΟΒ  −  
→

 ΟΑ  | . Τότε:

 |  |  
→

 ΟΒ  |  −  |  
→

 ΟΑ  |  |  ≤  |  
→

 ΑΒ  |  ≤  |  
→

 ΟΒ  |  +  |  
→

 ΟΑ  |  ⇔  | 4 − 6 |  ≤  |  
→

 ΑΒ  |  ≤ 4 + 6 ⇔ 2 ≤  |  
→

 ΑΒ  |  ≤ 10

iii. Έχουμε:
 

 | κ → α  + λ 
→

 β  |  ≤  | κ → α  |  +  | λ 
→

 β  |  =  | κ |  ·  |  → α  |  +  | λ |  ·  |  → β  |  

⇔
λ>0

=
λ>0

λ>0 λ>0⇔
κ>0

=
β>0

  | κ → α  + λ 
→

 β  |  ≤ κ ·  |  → α  |  + λ ·  |  → β  | 

1.14 εφαρμογή

Αν κ ≠ 0, να δείξετε ότι:

 |  → α  +  
→

 β  | 2 ≤ (1 + κ2)  |  → α  | 2 +  ( 1 +   1 __ κ2   )   |  → β  | 2

Λύση
Ισχύει ότι:

 |  → α  +  
→

 β  | 2 ≤  (  |  → α  |  +  |  → β  |  ) 2 =  |  → α  | 2 +  |  → β  | 2 + 2 |  → α  |  ·  |  → β  | 
Αρκεί επομένως να δείξουμε ότι:
 

 |  → α  | 2 +  |  → β  | 2 + 2 |  → α  |  ·  |  → β  |  ≤ (1 + κ2) ·  |  → α  | 2 +  ( 1 +   1 __ κ   )  ·  |  → β  | 2 ⇔
 

⇔  |  → α  | 2 +  |  → β  | 2 + 2 |  → α  |  ·  |  → β  |  ≤  |  → α  | 2 + κ2 ·  |  → α  | 2 +  |  → β  | 2 +   1 __ κ2    |  
→

 β  | 2 ⇔
 

⇔ 2 |  → α  |  ·  |  → β  |  ≤ κ2 ·  |  → α  | 2 +   1 __ κ2     |  
→

 β  | 2 ⇔ 0 ≤  ( κ |  → α  |  ) 2 − 2 |  → α  |  ·  |  → β  |  +  (   1 __ κ    |  → β  |  ) 2 ⇔

⇔  ( κ |  → α  |  −   1 __ κ    |  → β  |  ) 
2

 ≥ 0, που ισχύει

Μεθοδολογικό σχόλιο

• Για να δείξουμε ότι  → α  ↑↑  
→

 β  αρκεί να δείξουμε ότι:

 |  → α  +  
→

 β  |  =  |  → α  |  +  |  → β  |  
• Για να δείξουμε ότι  → α  ↑↓  

→

 β  αρκεί να δείξουμε ότι:

 |  |  → α  |  −  |  → β  |  |  =  |  → α  +  
→

 β  | 
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1.15 εφαρμογή

Αν για τα διανύσματα  → α ,  
→

 β  ισχύει ότι: 

   |  → α  |  = 2,  |  → β  |  = 6 και  |  → α  +  
→

 β  |  ≥ 8

να δείξετε ότι τα  → α ,  
→

 β  είναι ομόρροπα. 

Λύση
Ισχύει ότι: 

8 ≤  |  → α  +  
→

 β  |  ≤  |  → α  |  +  |  → β  |  = 2 + 6 ⇔ 8 ≤  |  → α  +  
→

 β  |  ≤ 8
Οπότε: 

 |  → α  +  
→

 β  |  = 8 =  |  → α  |  +  |  → β  |  άρα  → α  ↑↑  
→

 β 

1.16 εφαρμογή

Αν για τα διανύσματα  → α ,  
→

 β ,  → γ  ισχύει ότι: 

   → α  +  
→

 β  +  → γ  =  
→

 0   και     
|  → α  |  ___ 4   =   

 |  → β  | 
 ___ 3   =   

 |  → γ  | 
 ___ 7  

να δείξετε ότι  → α  ↑↑  
→

 β  και  → α  ↑↓  → γ .

Λύση
Έστω: 

   
|  → α  |  ___ 4   =   

 |  → β  | 
 ___ 3   =   

 |  → γ  | 
 ___ 7   = κ

Tότε:
 |  → α  |  = 4κ,  |  → β  |  = 3κ  και   |  → γ  |  = 7κ

Είναι  → α  +  
→

 β  = −  → γ , οπότε:

 |  → α  +  
→

 β  |  =  | −  → γ  |  =  |  → γ  |  = 7κ  και   |  → α  |  +  |  → β  |  = 4κ + 3κ = 7κ

Τότε: 
 |  → α  +  

→

 β  |  =  |  → α  |  +  |  → β  |  οπότε  → α  ↑↑  
→

 β 

Επίσης  → α  +  → γ  = −  
→

 β , οπότε:

 |  → α  +  → γ  |  =  | −  
→

 β  |  =  |  → β  |  = 3κ  και   |  → γ  |  −  |  → α  |  = 7κ − 4κ = 3κ

Τότε:

 |  → α  +  → γ  |  =  |  → γ  |  −  |  → α  |  οπότε  → α  ↑↓  → γ 
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1.18 Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε σημεία 
Α, Β, Γ και Δ ισχύει: 

 
→

 ΓΑ  =  
→

 ΓΒ  −  
→

 ΑΔ  +  
→

 ΒΔ 

1.19 Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε σημεία 
Α, Β, Γ, Δ και Ε ισχύει:

 
→

 ΑΓ  +  
→

 ΕΔ  =  
→

 ΒΔ  −  
→

 ΒΑ  −  
→

 ΓΕ 

1.20 Αν ισχύει ότι  
→

 ΑΒ  =  
→

 ΕΖ  και   
→

 ΑΔ  =  
→

 ΓΖ , να 
δείξετε ότι:

 
→

 ΒΓ  =  
→

 ΔΕ  και  
→

 ΓΕ  =  
→

 ΒΔ 

1.21 Αν ισχύει ότι  
→

 ΑΕ  =  
→

 ΑΓ  +  
→

 ΑΔ  και  
→

 ΒΖ  =  
→

 ΒΓ  +  
→

 ΒΔ , 
να δείξετε ότι:

 
→

 ΒΑ  =  
→

 ΕΖ 

1.22 Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε σημεία 
Α, Β, Γ, Δ, Ε και Ζ ισχύει: 

 
→

 ΕΔ  +  
→

 ΕΒ  +  
→

 ΖΓ  +  
→

 ΖΑ  =  
→

 ΕΑ  +  
→

 ΖΒ  +  
→

 ΕΓ  +  
→

 ΖΔ 

1.23 Σε τρίγωνο ΑΒΓ, το Μ είναι μέσο της πλευράς 
ΑΓ. Αν για δύο σημεία Δ, Ε ισχύει:

 
→

 ΒΓ  =  
→

 ΔΜ  και   
→

 ΕΜ  =  
→

 ΑΒ 

 να δείξετε ότι το σημείο Α είναι μέσο του 
ΔΕ.

1.24 Αν Μ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ τριγώνου 
ΑΒΓ και για δύο σημεία Δ, Ε του επιπέδου 
του τριγώνου έχουμε:

 
→

 ΑΒ  +  
→

 ΑΓ  =  
→

 ΑΔ  +  
→

 ΑΕ 
 να αποδείξετε ότι:

i. το Μ είναι μέσο ΔΕ,
ii. για οποιοδήποτε άλλο σημείο Ν του 

επιπέδου του τριγώνου, θα είναι

 
→

 ΝΒ  +  
→

 ΝΓ  =  
→

 ΝΔ  +  
→

 ΝΕ 

1.25 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και εκτός αυτού 
κατασκευάζουμε τα παραλληλόγραμμα 
ΑΒΚΛ, ΑΓΝΜ  και ΒΓΔΕ. Να αποδείξετε 
ότι:

 
→

 ΛΜ  +  
→

 ΝΔ  +  
→

 ΕΚ  =  
→

 0 

1.26 Αν σε ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ το E είναι 
μέσο της πλευράς ΑΒ και το Ζ μέσο της 
πλευράς ΓΔ, να αποδείξετε ότι:

 
→

 ΕΓ  +  
→

 ΕΔ  +  
→

 ΖΑ  +  
→

 ΖΒ  =  
→

 0 

ΚΛΕΙΣΤΕΣ ΔΙΑΔΡΟΜΕΣ

1.17 Να εκφράσετε το διάνυσμα  → x  ως συνάρτηση 
των υπόλοιπων διανυσμάτων των παρακάτω 
σχημάτων.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΕΜΠΕ∆ΩΣΗΣ & ΕΜΒΑΘΥΝΣΗΣΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΕΜΠΕ∆ΩΣΗΣ & ΕΜΒΑΘΥΝΣΗΣ

α→
x→

β
→ α→ε→

β
→

δ
→ γ→

α→x→

β
→

δ
→

γ→

ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΕΣ ΙΣΟΤΗΤΕΣ
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1.27  Έστω κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Να απο-
δείξετε ότι:

i.   
→

 ΑΔ  −  
→

 ΒΔ  =  
→

 ΔΕ  −  
→

 ΔΓ  ⇔ ΑΒΓΔ παραλλη-
λόγραμμο

ii.  αν Ο είναι το σημείο τομής των διαγώνι-
ων του παραλληλόγραμμου ΑΒΓΔ τότε:

 
→

 ΟΑ  +  
→

 ΟΒ  +  
→

 ΟΓ  +  
→

 ΟΔ  =  
→

 0 

1.28 Για ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ ισχύει ότι:

 
→

 ΑΒ  −  
→

 ΓΚ  +  
→

 ΑΚ  =  
→

 ΔΓ  −  
→

 ΓΑ  
  Να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι 

παραλληλόγραμμο.

1.29  Στις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΔΑ παραλληλο-
γράμμου ΑΒΓΔ παίρνουμε τα σημεία Ε, Ζ, 
Η, Θ ώστε  

→

 ΑΕ  =  
→

 ΗΓ  και   
→

 ΖΓ  =  
→

 ΑΘ . Να δείξετε 

ότι το τετράπλευρο ΗΖΕΘ είναι παραλ-
ληλόγραμμο.

1.30 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και το 
παραλληλόγραμμο ΑΕΓΖ το οποίο έχει με 
το ΑΒΓΔ κοινή διαγώνιο την ΑΓ. Να δεί-
ξετε ότι:

 
→

 ΒΕ  =  
→

 ΖΔ 

1.31 Αν για τα μη συνευθειακά σημεία Α, Β, 
Γ ισχύει   

→

 ΑΓ  =  
→

 ΑΒ  +  
→

 ΑΔ , να δείξετε ότι 
το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλό-
γραμμο.

1.32 Έστω Α, Β, Γ τρία μη συνευθειακά σημεία 
και Κ σημείο του ΒΓ. Αν για το σημείο Ο 

ισχύει   
→

 ΚΟ  =   
→

 ΑΚ  +  
→

 ΚΒ  +  
→

 ΚΓ  να αποδείξετε 
ότι το τετράπλευρο ΑΒΟΓ είναι παραλλη-
λόγραμμο.

ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ

TAΥΤΙΣΗ ΣΗΜΕΙΩΝ

ΓΩΝΙΑ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ

1.33 Αν για τα σημεία Α, Β, Γ, Μ, Ν ισχύει ότι:

 
→

 ΑΒ  −  
→

  ΑΓ  =   
→

 ΜΒ  −  
→

 ΝΓ 

 να δείξετε ότι τα σημεία Μ, Ν ταυτίζονται.

1.34 Αν για τα σημεία Α, Β, Γ και Δ ισχύει ότι:

 
→

 ΓΑ  +  
→

 ΔΛ  =  
→

 ΓΒ  −  
→

 ΑΔ 

 να δείξετε ότι τα σημεία Β, Λ ταυτίζονται.

1.35 Αν ισχύει ότι:

 
→

 ΚΕ  −  
→

 ΖΜ  −  
→

 ΚΛ  =  
→

 ΜΕ  −  
→

 ΖΒ  

 να δείξετε ότι τα σημεία Λ, Β ταυτίζονται.

1.36 Να σημειώσετε τη γωνία που σχηματίζουν τα 
διανύσματα  → α ,  

→

 β  του παρακάτω σχήματος.

1.37 Με βάση το παρακάτω σχήμα να βρείτε 
τις γωνίες:

i.  (   ^  
→

  ΖΕ ,  
→

 ΕΓ   )  ii.  (   ^  
→

 ΑΒ ,  
→

 ΔΕ   )  iii.  (   ^  
→

 ΒΔ ,  
→

 ΔΕ   ) 
iv.  (   ^  

→

 ΖΑ ,  
→

 ΔΓ   )  v.  (   ^  
→

 ΑΖ ,  
→

 ΒΓ   )  vi.  (   ^  
→

 ΒΖ ,  
→

 ΕΖ   ) α→
β
→

100º
O α→

β
→

100º
O α→

β
→

100º
O

Α B Γ

Ζ Ε Δ



ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ

30

1.40 i. Αν  |  → α  |  = 6 και  |  → β  |  = 2 να δείξετε ότι: 

4 ≤  |  → α  −  
→

 β  |  ≤ 8

ii. Αν  |  
→

 ΟΑ  |  = 6 και  |  
→

 ΟΒ  |  = 5 να δείξετε ότι: 

1 ≤  |  
→

 ΑΒ  |  ≤ 11

1.41 Για τα διανύσματα  → α ,  
→

 β  ισχύει ότι:

 |  → α  |  ≤ 3 και  |  → β  |  ≤ 4

 Να δείξετε ότι:

 i.  |  → α  +  
→

 β  |  ≤ 7 ii.  |  → α  +  
→

 2β  |  ≤ 11

 iii.  | 3 → α  − 2 
→

 β  |  ≤ 1

1.42 Αν για τα διανύσματα  → α ,  
→

 β  ισχύει ότι: 

 |  → α  |  = 5,  |  → β  |  = 7 και  |  → α  +  
→

 β  |  ≥ 12

 να δείξετε ότι τα  → α ,  
→

 β  είναι ομόρροπα.

1.43 Αν ισχύει ότι  → α  ≠  
→

 β  και  → α  ≠ −  
→

 β  να αποδείξετε:

   |  → α  |   ______ 
  |  → α  −  

→

 β  |    +   
 |  → β  |  
 ______ 

  |  → α  +  
→

 β  |    ≥ 1

1.44 Αν το διάνυσμα   → α  είναι μοναδιαίο, να δείξετε 
ότι για τα διανύσματα  → α ,  

→

 β  ισχύει ότι:
 |  → α  +  

→

 β  |  +  |  → β  −  → α  |   ≥ 2

1.45 Για τα διανύσματα  → α ,  
→

 β ,  → γ  ισχύει ότι: 

 → α  +  
→

 β  +  → γ  =  
→

 0   και     
|  → α  |  ___ 3   =   

 |  → β  | 
 ___ 5   =   

 |  → γ  | 
 ___ 8  

 Να δείξετε ότι  → α  ↑↑  
→

 β  και  → α  ↑↓  → γ  

1.46 Για δύο διανύσματα  → u ,  → v  να δείξετε ότι:

i.  √
_______

    1 +  |  → u  | 
2
   ≤ 1 +  |  → u  | 

ii.  √
_______

    1 +  |  → u  | 2   ≤ 1 +  |  → v  |  +  |  → u  −  → v  |  

1.47 Για τα διανύσματα  → α ,  
→

 β ,  → γ  ισχύει ότι: 
 |  → α  |  = 3,  |  → β  |  = 5 και  |  → γ  |  = 9

 Να δείξετε ότι  → α  +  
→

 β  +  → γ  ≠  
→

 0 

1.48 Δίνονται τα διανύσματα  → α ,  
→

 β  όπου το μέτρο 
του  → α  είναι διπλάσιο του μοναδιαίου. Αν επι-
πλέον ισχύει ότι  |  → α  −  

→

 β  |  = 7, να δείξετε ότι:

5 ≤  |  → β  |  ≤ 9

1.38 Δίνονται τα μη μηδενικά διανύσματα  → α ,  
→

 β  
και  → γ  για τα οποία ισχύει:

 |  → α  |  =  
→

  | β |   =  |  → γ  |  και  → γ  =  → α  +  
→

 β  
 Να βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων  

→

 β  και  → γ .

1.39 Δίνεται ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο 
 ΑΒΓ ( ̂  Α  = 90°) και σημείο Δ της υποτεί-

νουσας. Να βρείτε τις γωνίες:

  i.  (   ^  
→

 ΒΑ ,  
→

 ΒΓ   )  ii.  (   ^  
→

 ΑΒ ,  
→

 ΒΓ   ) 
 iii.  (   ^  

→

 ΒΔ ,  
→

 ΔΓ   )  iv.  (   ^  
→

 ΓΔ ,  
→

 ΒΔ   )  
ΑΝΙΣΟΤΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ ΜΕ ΜΕΤΡΑ

1.49 Να χαρακτηρίσετε με σωστό (Σ) ή λάθος 
(Λ) τις παρακάτω προτάσεις.

i. Ισχύει η ισοδυναμία  |  → α  |  > 0 ⇔  → α  ≠  
→

 0 .

ii. Αν  →  | α |   =  |  → β  | , τότε  → α  =  
→

 β 

iii. Αν τα διανύσματα  → α ,  
→

 β  είναι ομόρροπα, 
είναι και παράλληλα.

iv. Αν τα διανύσματα  → α ,  
→

 β  έχουν την ίδια 
διεύθυνση, τότε είναι ομόρροπα.

ερΩτηΣειΣ κατανοηΣηΣερΩτηΣειΣ κατανοηΣηΣ
ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΤΥΠΟΥ ΣΩΣΤΟ-ΛΑΘΟΣ


